
Teoria sterowania

Wojciech Rafaj lowicz, Pawe l Dra̧g

February 2019

1 Algebra liniowa - powtórzenie

Podprzestrzeń i wymiar przestrzeni

Podprzestrzeń S ∈ Rn jest zbiorem wektorów w Rn takim, że dla dowolnych
dwóch wektorów

s1, s2 ∈ S (1)

oraz dowolnych
α, β ∈ R (2)

spe lniony jest warunek
αs1 + βs2 ∈ S (3)

Rozpiȩtość zbioru S ⊂ Rn jest określona jako zbiór wszystkich liniowych kom-
binacji elementów zbioru S. Weżmy pod uwagȩ zbiór wektorów

{e1, e2, . . . , em} ∈ R. (4)

Wtedy zbiór wektorów

S = {s|s = α1e1 + α2e2 + . . . αmem, αiinR} (5)

jest podprzestrzenia̧ i rozpina przestrzeń S.

Zbiór wektorów {e1, e2, . . . , em} ∈ R jest liniowo niezależny, jeżeli

α1e1 + α2e2 + . . . αmem = 0 ⇐⇒ α1 = α2 = . . . αm = 0. (6)

Zbiór wektorów {e1, e2, . . . , em} jest baza̧ przestrzeni, rozpina przestrzeń S i jest
liniowo niezależny.

Wymiar przestrzeni określa najmniejsza̧ konieczna̧ liczbȩ wektorów rozpinaja̧cych
ta̧ przestrzeń

Ćwiczenie
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Rozważmy wektory

e1 =

 1
1
2

 , e2 =

 1
0
1

 , e3 =

 0
1
1

 , (7)

które tworza̧ bazȩ przestrzeni S ⊂ R3. Ponieważ

e1 − e2 − e3 = 0, (8)

wektory te nie sa̧ liniowo niezależne. Dlatego też

dimS = 2. (9)

Rza̧d macierzy

Rzȩdem macierzy A nazywamy wymiar przestrzeni wektorowej rozpiȩtej na
kolumnach macierzy. Przestrzeń zerowa macierzy A jest zbiorem wektorów ta-
kich, że

null(A) = {w|0 = Aw} (10)

Odwrotność macierzy

Odwrotnościa̧ macierzy A nazywamy macierz A−1 taka̧, że

AA−1 = I, (11)

gdzie I to macierz jednostkowa.

W laściwości wyznacznika

a) |AB| = |A||B|

b) Jeżeli An×n, to |A| = 0 ⇐⇒ rank (A) < n.

c) |A−1| = 1
|A|

Wartości w lasne i wektory w lasne

Wartości w lasne λi macierzy An×n spe lniaja̧ warunek

det(A− λI) = 0 (12)

Równanie (12) nazywamy równaniem charakterystycznym macierzy.

Wektorem w lasnym nazywamy wektor

v = 0 (13)
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taki, że
Av = λv (14)

lub równoważnie
(A− λI)v = 0. (15)

Formy kwadratowe

Rozważmy funkcjȩ skalarna̧ f(x) nastȩpuja̧cej postaci

f(x) = 〈x,Ax〉 =

n∑
i=1

n∑
j=1

aijxixj (16)

Funkcjȩ f(x) nazywamy forma̧ kwadratowa̧.

Przyk lad

Niech

x =

[
x1
x2

]
, A =

[
1 2
2 3

]
, (17)

wtedy
f(x) = 〈x,Ax〉 = x21 + 4x1x2 + 3x22 (18)

Definicja Jeżeli dla każdego wektora x

f(x) = 〈x,Ax〉 ≥ 0, (19)

wtedy f(x) nazywamy forma̧ nieujemnie określona̧. Macierz A jest nieujemnie
określona.

Zadana - lista 1

1. Rozwia̧ż uk lad równań liniowych

3x1 + 4x2 − x3 + 2x4 = 6
x1 − 2x2 + 3x3 + x4 = 2

10x2 − 10x3 − x4 = 1
(20)

2. Rozwia̧ż uk lad równań liniowych

2x1 + 4x2 + 5x3 + 7x4 = −26
x1 + 2x2 + x3 − x4 = −4

−2x1 − 4x2 + x3 + 11x4 = −10
(21)
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3. Oblicz przestrzeń zerowa̧ macierzy A

A =


2 4 1 3 8

-1 -2 -1 -1 1
2 4 0 -3 4
2 4 -1 -7 4

 (22)

4. Oblicz α i β

α

[
2
1

]
+ β

[
1
3

]
=

[
5
0

]
(23)

5. Za lóżmy, że S = {


2

-1
3
4

 ,


3
2

-2
1

}, W = span S oraz x =


5
8

-12
-5

. Czy

x ∈W ?

6. Dla macierzy A

A =

 2 3 1 4
1 2 1 3

-1 0 1 1

 (24)

- odszukaj zbiór S = {z1, z2} taki, że S = N(A),

- sprawdź, czy z =


3

-5
1
2

 ∈ N(A),

- zapisz z jako liniowa̧ kombinacjȩ wektorów z1 i z2.

7. Oblicz przestrzeń zerowa̧ macierzy A

a)

A =


1 1 2
2 1 3
3 1 4
4 1 5

 (25)

b)

A =

 1 2 2 2
2 4 6 8
3 6 8 10

 (26)

c)
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A =


1 2 3
2 4 6
2 6 8
2 8 10

 (27)

Figure 1: The Universe

2 Conclusion

“I always thought something was fundamentally wrong with the universe” [1]
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